分类讨论思想在一元二次方程中的运用
    在数学中，常常要根据研究对象的性质差异，分别对各种不同的情况予以分析的思想方法叫分类讨论。本文以一元二次方程为例，谈谈分类讨论思想在解题中的运用。
  例1. 已知方程

有实数根，求m的取值范围。
    分析：字母系数的取值范围问题，首先引起警觉，想到分类讨论。因为这里并没有指明是二次方程，故要考虑是一次方程的可能。
    解：（1）当

，即

，方程为一元一次方程

，有实数根

；
    （2）当

，即

时，方程为二次方程。由有实根的条件得：
    


    所以

，且


    综合（1）、（2），得：


    评注：字母系数的取值范围问题是否要讨论，要看清题目的条件。一般设问方式有两种（1）前置式，即“二次方程”；（2）后置式，即“两实数根”。这都表明是二次方程，不需讨论，但切不可忽视二次项系数不为零的要求。本例是根据二次项系数是否为零进行分类讨论。
  例2. 当m是什么整数时，关于x的一元二次方程

与

的根都是整数。
    解析：由于给出的关于x的方程是一元二次方程，所以二次项系数不为零，即

。又由于方程均有实数根，所以
    


    解得：


    又


    解得：


    所以


    又m是整数，且

，且

或1

    当

时，方程

为

，解得方程的根为

，它的根不是整数，故

舍去。
    当

时，方程

的根为

，方程

根为

，均为整数，所以

。
    评注：本例是根据方程的根是否为整数进行分类讨论。
  例3. 已知关于x的方程：


    （1）求证：无论m取什么实数值，这个方程总有两个相异实根。
    （2）若这个方程的两个实数根

满足

，求m的值及相应的

。
    解：（1）


    所以不论m取何值，总有


    所以

，即


    所以方程总有两个相异的实根。
    （2）因为


    所以

或


    ①若

，则


    所以


    所以


    此时


    所以


    ②若

，则


    所以


    所以

，此时


    所以


    评注：本例是根据方程根的正负进行分类讨论，旨在去掉绝对值符号。
  例4. 若实数a、b满足

，求

的值。
    解：由方程根的定义，知a、b是方程

的两个根
    所以


    所以


    事实上，题设中的a与b是可以相等的，当

时，原式＝2

    综上所述：当

时，原式

，当

时原式＝2

    评注：本例是根据方程的根是否相等进行分类讨论。
从上面例题我们可以归纳出用分类讨论的数学思想方法解题的一般步骤是：（1）明确讨论的对象；（2）进行合理分类。所谓合理分类，应该符合三个原则：①分类应按同一标准进行，②分类应当没有遗漏，③分类应是没有重复的；（3）逐类讨论，分级进行；（4）归纳并作出结论。
练习题
1．若方程x2-2x+
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（2-
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）=0的两根是a和b（a>b），方程x2-4=0的正根是c，试判断以a、b、c为边的三角形是否存在．若存在，求出它的面积；若不存在，说明理由．
2．已知关于x的方程（a+c）x2+2bx-（c-a）=0的两根之和为-1，两根之差为1，�其中a，b，c是△ABC的三边长．

    （1）求方程的根；（2）试判断△ABC的形状．
3．某服装厂生产一批西服，原来每件的成本价是500元，销售价为625元，经市场预测，该产品销售价第一个月将降低20%，第二个月比第一个月提高6%，为了使两个月后的销售利润达到原来水平，该产品的成本价平均每月应降低百分之几？

4．李先生乘出租车去某公司办事，下午时，打出的电子收费单为“里程11�公里，应收29.10元”．出租车司机说：“请付29.10元．”该城市的出租车收费标准按下表计算，请求出起步价N（N<12）是多少元．

	里程（公里）
	0<x≤3
	3<x≤6
	x>6

	价格（元）
	  N
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参考答案

1．解：解方程x2-2x+
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（2-
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）=0，得x1=
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，x2=2-
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．

    方程x2-4=0的两根是x1=2，x2=-2．

    所以a、b、c的值分别是
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，2-
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，2．

    因为
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+2-
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=2，所以以a、b、c为边的三角形不存在．

    点拨：先解这两个方程，求出方程的根，再用两边的和与第三边相比较等来判断．

2．解：（1）设方程的两根为x1，x2（x1>x2），则x1+x1=-1，x1-x2=1，解得x1=0，x2=-1．

（2）当x=0时，（a+c）×02+2b×0-（c-a）=0．
所以c=a．当x=-1时，（a+c）×（-1）2+2b×（-1）-（c-a）=0．a+c-2b-c+a=0，
所以a=b．即a=b=c，△ABC为等边三角形．

    点拨：先根据题意，列出关于x，x的二元一次方程组，可以求出方程的两个根0和-1．进而把这两个根代入原方程，判断a、b、c的关系，确定三角形的形状．

3．解：设该产品的成本价平均每月应降低x．

    625（1-20%）（1+6%）-500（1-x）2=625-500

    整理，得500（1-x）2=405，（1-x）2=0.81．

    1-x=±0.9，x=1±0.9，

    x1=1.9（舍去），x2=0.1=10%．

    答：该产品的成本价平均每月应降低10%．

    点拨：题目中该产品的成本价在不断变化，销售价也在不断变化，�要求变化后的销售利润不变，即利润仍要达到125元，�关键在于计算和表达变动后的销售价和成本价．

4．解：依题意，N+（6-3）×

+（11-6）×
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N

=29.10，

    整理，得N2-29.1N+191=0，解得N1=19.1，N2=10，

    由于N<12，所以N1=19.1舍去，所以N=10．

    答：起步价是10元．

    点拨：读懂表格是正确列出方程的基础，表格中的含义是：当行车里程不超过3公里时，价格是10元，当行车里程超过了3公里而不超过6公里时，除付10元外，超过的部分每公里再
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N

付元；若行车里程超过6公里，除了需付以上两项费用外，超过6�公里的部分，每公里再付
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N

元．
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